Aufgabe 1

Zeigen oder widerlegen Sie:
(a) Wenn @ E ¢, dann ¥ k& ¢ fiir jede Formelmenge ¥ mit ¥ ¢ ®.
®) {y, 9} Fony
(c) Wenn @ U {y} = ¢ und ® U {-y} E ¢, dann gilt bereits © = ¢.
(d) Wenn @ E y, dann existiert eine endliche Teilmenge @ von @, so dass {y} k= ¢ fiir alle ¢ € @,
(e) Wenn ¢¢ - 9 und ¢; — -9 Tautologien sind, dann gilt {¢o, ¢1} = v fiir jedes y € AL.
(f) Wenn @ & y fiir alle y € ¥ und ¥ & ¢, dann auch @  ¢.
Lésung:
(a) FALSCH. Sei ® = {X}, ¢ = X, ¥ = @. Dann gilt ® = ¢, ¥ € @, aber ¥ ¥ ¢, weil z.B. T : {X} ~
{0,1} mit 3(X) = 0 ein Gegenbeispiel ist.
(b) WAHR.SeiJ = @oundJEy,dannJ = ¢ A y.

(c) WAHR. Sei J = @.IstJ = y, so folgt J = ¢, weil DU {y} E ¢.Ist T = -y, so folgt T = ¢, weil
Ou{-y}Eo.

(d) WAHR. Es gelte @ & y. Die leere Menge @ = & ist Teilmenge von ® und es gilt trivialerweise,
dass {y'} = ¢ fiiralle ¢ € @.

(e) WAHR. Es reicht zu zeigen, dass @ := {¢y, ¢1 } unerfiillbar ist. Angenommen, es existiert ein Mo-
dell 3 von @. Da ¢y — 9 eine Tautologie ist, gilt J = 9. Da ¢; - -9 eine Tautologie ist, gilt J = 9.
Widerspruch, also existiert kein Modell von ®.

(f) WAHR. Sei J = @. Dann gilt nach Voraussetzung J & y fiir alle y € ¥, also nach Definition der
Modellbeziehung ist J = Y. Dann ist nach Voraussetzung J & ¢.

Aufgabe 4

Seien ® und © zwei Formelmengen. Wir sagen, dass ® aus ® folgt (® = ©), wenn jede Formel 9 € © aus
O folgt. Sei (®;);en eine unendliche Folge von erfiillbaren Formelmengen ®@; ¢ AL, so dass @41 = @;
und @; # @, fiir alle i € N gilt. Sei ¥ eine erfiillbare Formelmenge, so dass ¥ = @; fiir alle i € N gilt.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge VW existiert.

(b) Zeigen Sie, dass keine endliche Formelmenge © existiert, so dass ¥ = ® und © = ¥ gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass eine Folge () existiert, so dass fiiralle i € N die Formelmengen
@’ und ®@; die gleichen Modelle haben und Folgendes gilt: @', £ @}, @} # @, und @ c '

1 i+1°

Lésung:

(a) Setze ¥ := Ujey @;. Dann ist ¥ erfiillbar. Sonst gébe es eine endliche unerfiillbare Teilmenge ‘¥,
von V. Dann existiert ein n € N mit ¥y € U<, ®;, also ist U;<, ®; auch unerfiillbar. Aber es
ist ®, £ Ujcy, ®; und @, ist damit auch unertiillbar. Es folgt ®, = ®,,; im Widerspruch zur
Voraussetzung.



(b) Die Aussage gilt nicht. Wir geben ein Gegenbeispiel. Sei @ := {X, v Xi} und fiir i > 0 sei @; :=
®;_; U {X; - Xj41}. Dann sind alle @; erfiillbar und es gilt ®;,; = @;, da ®; € ®;,;. Weiterhin
haben wir @; # ®;,;, weil die Interpretation J, die alle vorkommenden Variablen auf 1 setzt, aufler
Xiy1, die auf 0 gesetzt wird, die Formelmengen trennt.

Sei 9 := Xo A -Xj und sei ¥ := {9}. Dann ist {9} £ ©; fiir jedes i. Sei ndmlich J = 9. Dann ist
J(Xp) =1und J(X;) = 0. Damit werden auch alle Formeln X; — Y fir Y € {X,, X;... } erfiillt,
alsoist J = @; fiir alle i € N.

Bemerkung 1. Die Intention bei der Aufagbestellung war es, in dieser Teilaufgabe zu zeigen, dass es
keine endliche Menge ® gibt, so dass ¥ £ © und © = V¥ gilt fiir die Menge ¥ = Uy ©; aus der
Teilaufgabe (a). Dies kann wie folgt bewiesen werden. Angenommen, es existiere so ein endliches ©.
Betrachte 9 := A © := Ayep ¢. Esist klar, dass 9 und © die gleichen Modelle haben, also gilt ¥ = 9
(und 9 £ ¥). Nach dem Kompaktheitssatz gibt es eine endliche Teilmenge ¥y von ¥ = Uy D
mit ¥y £ 9. Mit der Konstruktion aus dem Hinweis (@ := ®( und fiir i > 0 setze ®; := U i< QD;. U
®;) konnen wir annehmen, dass die Folge (®; )y beziiglich der Inklusion der Mengen monoton
aufsteigend ist. Also existiert eine Zahl #, so dass @, = 9 gilt. Da 9 = ¥ gilt, haben wir 9 £ ®,, 4
und es ist ®, = ®,;, was der Voraussetzung widerspricht. Also gibt es keine endliche Menge ©
mitVY E®und O = V.

Bemerkung 2. Man kann den gleichen Beweis durchfiihren, ohne eine monotone Folge von Formel-
mengen zu konstruieren. Diese Konstruktion dient lediglich einer klareren Vorstellung dessen, wie
solche Folgen aufgebaut sind.



