Musterlésung zu Ubung 6
Aufgaben 2 — 4

Aufgabe 2
Wir betrachten folgende Graphen G = (V, E):

Ga:

Ge: o

Bestimmen Sie, in welchen dieser Graphen folgende Sétze jeweils gelten:
@1 := AxpIxyIxz3x3(x1 = x3);
¢2:=VxIy(x = y);
@3 :=3IxIyVz(~(x =2) A=(y = 2) > Exz A Eyz);
¢4 :=VxVyVz(Exy Vv Exz Vv Eyz).
Losung:
o ¢; gilt in allen Graphen.

« ¢; gilt auch in allen Graphen. Man wihle fiir y den selben Knoten wie fiir x.

@3 giltin G) (man wihle als x und y den oberen mittleren Knoten), in Gs (z.B. kann man als x einen
und als y den anderen Knoten wihlen), in G4 (jede Wahl passt), in G5 (etwa die beiden unteren
Knoten als x und y) und in Gs (x und y sind der Knoten, fiir z kann man dann nichts wihlen).

¢4 gilt in keiner der gegebenenen Strukturen, da man als x, y und z einen und den selben Knoten
wihlen kann und dann keine der Beziehungen EY (x, y), EY (x,z), E9 (y,z) firi = 1,..., 6 gilt.

Aufgabe 3

Sei K := (S, Eq, Ep, P, Q) ein Transitionssystem. Geben Sie FO-Formeln an, welche ausdriicken, dass
(a) x keinen b-Vorgénger hat, an dem gleichzeitig Q und P gelten;

(b) es zwischen x und y einen b-Pfad der Linge hochstens 17 gibt, an dem tiberall P gilt;

(c) von allen Zustdnden, an denen —P gilt, in maximal drei a-Schritten ein Zustand erreicht werden
kann, an dem Q gilt.



Losung:

(@) ¢(a)(x):=-3y(Epyx APy AQy);
ORINESIES
(Px APy) A ((x =y)vix... 3x16(/\}i1 Px; A (AR (Epxixin1 V Xi = Xi11)) A Epxxg A be16y));

(©) @(cy = Vx(=Px - Fx13x23y (Qy A (Eaxx1 vV x = x1) A (Eaxix2 V x1 = X2) A (EgX2y V X2 = y))).

Aufgabe 4

Ein unendliches Wort tber einem endlichen Alphabet X ist eine unendliche Folge a =
a(0)a(l)..., so dass a(i) € X fur alle i € N. Die Menge aller unendlichen Worter tiber ¥ bezeich-
nen wir mit ¢, Jedes « € 2“ kann kann durch die Wortstruktur 20, = (N, <, (P,) 4ez) kodiert werden,
wobei P, = {i ¢ N | «a(i) = a}. Ein Satz ¢ € FO({<} U {P, | a € X}) definiert dann die w-Sprache
L(g):={aeZ’ | W, E ¢}
(a) Beschreiben Sie die durch folgende Sitze definierten w-Sprachen tiber £ = {a, b, ¢, d}:

(1) @o:=3xIFy(Pax AP,y Ax < y);

(i) @1:=IxVy(x <y —>-Py).
(b) Geben Sie FO-Sitze an, welche folgende w-Sprachen iiber X = {a, b, ¢, d} definieren:

(i) {(aab)®} ={aabaab...};

(ii) die Sprache der w-Worter iiber %, in denen auf jedes a unendlich viele b folgen.

Losung:

(a) (i) Esgibtein a und spiter im Wort ein b.
(ii) Es gibt nur endlich viele a im Wort.

(b) (i) Wir definieren zuerst
po(x) =Vy(=(x=y) > x<y)

tiir die Aussage, dass x gleich Null ist, und
Pnext(x,¥) = (x <y) AVz(~(x <zAz<Yy))
fiir x + 1 = y. Dann ist
Py = Elx((po(x) A Pax A 3Y(@next(x, ¥) A Pay A 3z(Prext (1, 2) A th)))
/\VxEIyEIzEIu(Pbx = Onext (%, ¥) A Pnext (75 2) A Pnext(2, ) APy APyz A Pbu).

Die erste Zeile beschreibt die ersten drei Buchstaben des Wortes und die zweite sagt aus, dass
auf jedes b sofort aab folgt.

(ii)
Py = Vx(Pax > y(Poyrx<yaVz(y=zvy<z—Iu(Punrz< u))))

Anderer Ansatz: Die Aussage ist d4quivalent zu der Aussage ,,Es gibt kein a im Wort oder es gibt
unendlich viele b im Wort®. Die entsprechende Formel ist (=3x(P,x)) v (Vx3y(x < yAPyy)).



