
Musterlösung zu Übung 
Aufgaben  — 

Aufgabe 

Wir betrachten folgende Graphen G = (V , E):
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Bestimmen Sie, in welchen dieser Graphen folgende Sätze jeweils gelten:

φ ∶= ∃x∃x∃x∃x(x = x);

φ ∶= ∀x∃y(x = y);

φ ∶= ∃x∃y∀z(¬(x = z) ∧ ¬(y = z) → Exz ∧ Eyz);

φ ∶= ∀x∀y∀z(Exy ∨ Exz ∨ Eyz).

Lösung:

• φ gilt in allen Graphen.

• φ gilt auch in allen Graphen. Man wähle für y den selben Knoten wie für x.

• φ gilt in G (man wähle als x und y den oberenmittleren Knoten), in G (z.B. kannman als x einen
und als y den anderen Knoten wählen), in G (jede Wahl passt), in G (etwa die beiden unteren

Knoten als x und y) und in G (x und y sind der Knoten, für z kann man dann nichts wählen).

• φ gilt in keiner der gegebenenen Strukturen, da man als x, y und z einen und den selben Knoten

wählen kann und dann keine der Beziehungen EGi(x , y), EGi(x , z), EGi(y, z) für i = , . . . ,  gilt.

Aufgabe 

SeiK ∶= (S , Ea , Eb , P,Q) ein Transitionssystem. Geben Sie FO-Formeln an, welche ausdrücken, dass

(a) x keinen b-Vorgänger hat, an dem gleichzeitig Q und P gelten;

(b) es zwischen x und y einen b-Pfad der Länge höchstens  gibt, an dem überall P gilt;

(c) von allen Zuständen, an denen ¬P gilt, in maximal drei a-Schritten ein Zustand erreicht werden

kann, an dem Q gilt.



Lösung:

(a) φ(a)(x) ∶= ¬∃y(Eb yx ∧ Py ∧ Qy);

(b) φ(b)(x , y) ∶=
(Px ∧ Py) ∧ ((x = y) ∨ ∃x . . . ∃x(⋀

i= Pxi ∧ (⋀
i=(Ebxixi+ ∨ xi = xi+)) ∧ Ebxx ∧ Ebxy));

(c) φ(c) ∶= ∀x(¬Px → ∃x∃x∃y (Qy ∧ (Eaxx ∨ x = x) ∧ (Eaxx ∨ x = x) ∧ (Eaxy ∨ x = y))).

Aufgabe 

Ein unendliches Wort über einem endlichen Alphabet Σ ist eine unendliche Folge α =
α()α() . . . , so dass α(i) ∈ Σ für alle i ∈ N. Die Menge aller unendlichen Wörter über Σ bezeich-

nen wir mit Σω. Jedes α ∈ Σω kann kann durch dieWortstruktur Wα = (N, <, (Pa)a∈Σ) kodiert werden,
wobei Pa = {i ∈ N ∣ α(i) = a}. Ein Satz φ ∈ FO({<} ∪ {Pa ∣ a ∈ Σ}) definiert dann die ω-Sprache
L(φ) ∶= {α ∈ Σω ∣ Wα ⊧ φ}.

(a) Beschreiben Sie die durch folgende Sätze definierten ω-Sprachen über Σ = {a, b, c, d}:
(i) φ ∶= ∃x∃y(Pax ∧ Pb y ∧ x < y);
(ii) φ ∶= ∃x∀y(x < y → ¬Pa y).

(b) Geben Sie FO-Sätze an, welche folgende ω-Sprachen über Σ = {a, b, c, d} definieren:
(i) {(aab)ω} = {aabaab . . .};
(ii) die Sprache der ω-Wörter über Σ, in denen auf jedes a unendlich viele b folgen.

Lösung:

(a) (i) Es gibt ein a und später imWort ein b.

(ii) Es gibt nur endlich viele a imWort.

(b) (i) Wir definieren zuerst

φ(x) ∶= ∀y(¬(x = y) → x < y)

für die Aussage, dass x gleich Null ist, und

φnext(x , y) ∶= (x < y) ∧ ∀z(¬(x < z ∧ z < y))

für x +  = y. Dann ist

φ(i) ∶= ∃x(φ(x) ∧ Pax ∧ ∃y(φnext(x , y) ∧ Pa y ∧ ∃z(φnext(y, z) ∧ Pbz)))

∧∀x∃y∃z∃u(Pbx → φnext(x , y) ∧ φnext(y, z) ∧ φnext(z, u) ∧ Pa y ∧ Paz ∧ Pbu).

Die erste Zeile beschreibt die ersten drei Buchstaben des Wortes und die zweite sagt aus, dass

auf jedes b sofort aab folgt.

(ii)

φ(ii) ∶= ∀x(Pax → ∃y(Pb y ∧ x < y ∧ ∀z(y = z ∨ y < z → ∃u(Pbu ∧ z < u)))).

Anderer Ansatz:Die Aussage ist äquivalent zu der Aussage „Es gibt kein a imWort oder es gibt

unendlich viele b imWort“. Die entsprechende Formel ist (¬∃x(Pax))∨(∀x∃y(x < y∧Pb y)).


